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Informatikos ir informatinio mgstymo mokomosios veiklos sukurtos jgyvendinant projektqg
~Aukstyjy mokykly tinklo optimizavimas ir studijy kokybés gerinimas Siauliy universitetq
prijungiant prie Vilniaus universiteto® (Nr. 09.3.1-ESFA-V-738-03-0001), finansuojamgq i$
Europos socialinio fondo lé8y pagal 2014-2020 mety Europos Sgjungos fondy investicijy
veiksmy programos 9 prioriteto ,Visuomenés Svietimas ir Zmogiskyjy iStekliy potencialo
didinimas® jgyvendinimo priemone Nr. 09.3.1-ESFA-V-738 ,Aukstyjy mokykly tinklo

tobulinimas®.

Metodiné mediaga ,Tinkly algoritmai. Zaidybinés veiklos viduriniam ugdymui® skirta
Mokyklos pedagogikos studijy programos moduliui ,Informatikos didaktika®. Tiksliné grupé
— bisimi informatikos pagrindinio ugdymo mokytojai. MedzZiaga siejasi su informatikos ir
matematikos Bendrosiomis programomis, algoritmy ir programavimo pasiekimy sritimi.
Atlikdami veikloje numatytas uzduotis studentai, bidsimieji mokytojai, iSsiaisSkins, kokias
gyvenimiskas problemas sprendziant taikomas teksto kodavimas ir glaudinimas.
Pateikiamas teorinis temos pagrindimas bidsimam mokytojui, aptariamos pagrindinés srities

sqvokos.
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Tikslas

Susipazinti su grafais bei algoritmais jiems apdoroti.
Rysys su bendrosiomis programomis

Informatika: Duomeny vaizdavimas

Informacinés technologijos: PieSimas Kompiuteriu, Duomeny apdorojimas ir pateikimas

skaidiuokle

Integracija su matematika: Matematinis mgstymas, Problemy sprendimas



Tinkly protokolai
Pagrindinés sqvokos

Nagrinédami grafus sakéme, kad dalis jy vir§liniy yra sujungtos tarpusavyje, taciau nekéléme
kokiy nors specifiniy apribojimy toms jungtims. Dabar panagrinékime jungiuosius (be saly)
grafus, kurie inZinerijoje dar vadinami tinklais. Jei tinklas neturi cikly (t. y., eidami i$ kurios nors
vir§unés skirtingais lankais negalime grjzti j jg paciq), tai jis vadinamas medZiu arba pografiu.
Tokiuose tinkluose lankai turi kryptj ir svorj (maksimaly pralaidumg). Tinklais ir medZiais yra

modeliuojamos telekomunikacijy, elektros tiekimo ir kitos sistemos.

1-0ji veikla

Veikla siekiama pagrjsti minimalaus tinklo uzdavinj, atskleisti, kaip greitai didéja virStniy

sujungimo i$laidos.

KamstmedZio lentoje ratu susmeikite 10 smeigtuky. Tada jau kiekvieng smeigtukq sujunkite siGlu
su visais likusiais. ISmatuokite, kiek sillo sunaudojote. Dabar jbeskite 11-qgjj smeigtukq ir sujukite
ji su visais likusiais. Kiek papildomai sitlo sunaudojote? Nuosekliai didinkite smeigtuky skaiciy iki

20 ir fiksuokite sitlo sgnaudas. Ar pavyko pabaigti eksperimentqg?

1 pav. Grafo pavyzdys



Minimalaus tinklo uZdavinys

Popieriaus lape virSiines pieStuku galime sujungti labai lengvai, todél nupiesti tinklg, kuriame
kiekvienos dvi vir§tinés bity sujungtos tarpusavyje (visos su visomis) galite palyginti greitai. O jei
virstiniy baty 50?7 100? Tuomet pradétume galvoti, ar tikrai batina sujungti jas visas? Galbat
uztenka sujungti tik kas antrq ir pan. Taip yra ir inZinerijoje. Jei kiekvieng miestq ar kaimelj jungty
tiesioginis kelig, bty patogu, ta¢iau tokio kiekio keliy tiesimas reikalauty daug Iésy, be to laukai,
kurie gali bati naudojami Zemés tkiui ar kitoms reikméms, bity panaudoti keliui tiesti. Tai bty
neefektyvu. Praktikoje kelias tiesiamas per keletg miesty ir kaimy, kad visi jais galéty naudotis.
Netgi aviokompanijos kartais sitlo skrydzius su tarpinémis stotelémis, kai léktuvas leidZiasi ne tik
pasipildyti kuro atsargy, bet ir iSlaipinti bei paimti keleiviy (pavyzdys: TK730 Stambulas (TR)—
Malé (MV)-Kolombas (LK)).

Jeigu sujungti visas vir§tines yra per brangu, tada kyla klausimas kiek ir kokiy jungc&iy pakanka,

kad i$ kiekvienos vir§inés bty galima pasiekti bet kurig kitg, kad ir netiesioginiu keliu.

Kai lankai turi svorius, tada svarbu vertinti ir juos. PavyzdzZiui, jei norime uztikrinti susisiekimqg
tarp miesty A B ir C (2 pav.), pakanka naudoti lankus A-B ir A—C. Lankq C—-B naudoti netikslinga
(galbat tarp Bir C stukso kalnas, kurj jveikti prireiks didesniy (300) sgnaudy), nes aplinkinis kelias

2 pav. Paprastas tinklas, kuriame srauto dar néra

C-A-B yra kelis kartus pigesnis.



Minimalis jungiamieji medziai

Jungiamuoju medZiu vadinamas pografis, jungiantis visas grafo virStnes. Kitaip sakant
atsisakome dalies lanky ir vis vien virS§inés lieka sujungtos. Jei kyla klausimas kiek ty lanky

reikéty palikti, prisiminkime medzio savybes:
e Jungiamajame medyje bet kurias dvi vir§iines jungia tik vienas kelias, cikly néra;

e Visi medZio lankai yra tiltai, t. y., jei tokj lankg panaikintume, sukurtume su grafu
nebesujungtq salqg;
e Jei medyje yra N vir§uniy, tai jame turi bati N-1 lanky.
Grafo pagrindu sudarant jungiamgqjj medj, galima rasti keletg skirtingy sprendiniy (pvz. 3 pav.).
Kuris i$ jy yra geriausias? Atsakymas j klausimg priklauso nuo to, ar lankai turi svorius, ar ne.

Nesant svoriy visi sprendiniai yra lygiaverciai, o jei grafas svorinis — sprendZiame minimalaus

jungiamojo medzio uzdavin;.

A B A B A B

(a) (b) (¢)

3 pav. Alternatyvis jungiamieji medziai

Kruskalo algoritmas

4 pav. DZozefas Kruskalas

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Kruskal Joseph/Kruskal Joseph.jpeg



https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Kruskal_Joseph/Kruskal_Joseph.jpeg

Minimalaus jungiamojo medZio uzdaviniui spresti daZniausiai yra naudojamas algoritmas, kurj

1956 m. aprasé amerikietis matematikas DZozefas Kruskalas (Joseph Kruskal):
1. Randame pigiausiq lankq visame grafe ir jj pazymime;
2. Randame ir pazymime kitg pigiausig dar nepazymeétq ir neuzdarant;j ciklo lankg;
3. Kartojame 2-qjj Zingsnj tol, kol paZzymeétais lankais bus sujungtos visos vir§aneés.

Pastebétina, kad paskutiniame Zingsnyje galima naudoti ir Siek tiek kitokig baigties sglygq.
Prisiminus, kad esant N virstniy, lanky turi bati ne daugiau kaip N-1, galime tiesiog skaiciuoti

pazymeétus lankus, ir sustoti ties N-1 imtinai.

Algoritmas yra optimalus, t. y., ji naudojant visada gaunamas pigiausias medis. Be to algoritmas

yra efektyvus — tinka naudoti ir esant didesniam virstniy skaiciui.

2-veikla

Atidziai iSnagrinékite Kruskalo algoritmq ir atlikite jj su Sio grafu:
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1-0ji uZduotis

Pabandykite jsivaizduoti, kad jums reikia ne minimalaus jungiamojo medzio, o maksimalaus.
Pavyzdziui, kompiuteriniame Zaidime reikia apeiti tam tikrus patikros punktus ,brangiausiais®
keliais ir surinkti kuo daugiau tasky. Ar tuomet irgi baty galima taikyti Kruskalo algoritmg (tik

pakoreguotq taip, kad ieskotume ne pigiausios, o brangiausios jungties)?

Boruvkos algoritmas

Panas$iu metu kaip J. Kruskalas, problemq nagrinéjo ir kiti mokslininkai: R. K. Primas (JAV),
V. Jarnikas ir O. Boruvka (Cekija).

Otakaras Boruvka pateikia tokj algoritma:

1. Naudojamas medZiy sqrasas, kurj i§ pradZiy sudaro tiek medziy, kiek yra virstniy (t. y. N).

Kiekvieng medj sudaro tik viena (kiekvienam kita) grafo virstiné.

2. Paeiliui nagrinéjami visi medZiai. Kiekvienam jy randama ir jame pazymima (jtraukiama)

pigiausia | medj ateinanti, tac¢iau medzZiui dar nepriklausanti briauna.
3. Jei keliems medZiams buvo parinkta ta pati pigiausia briauna, tai tie medZiai sujungiami.

4. 2-3 Zingsniai kartojami tol, kol lieka tik vienas medis. Jis ir bus minimalusis jungiamasis

medis.

2-0ji uZduotis

Grafe, kuriame iesSkojote minimalusis jungiamojo medzio Kruskalo algoritmu, atlikite tokio medzio

paieskq Boruvkos algoritmu. Ar abu sprendiniai sutampa?

Trumpiausio tinklo paieskos algoritmas

Nagrinétuose pavyzdzZiuose rémémés prielaida, kad lankai (keliai, upés, vamzdZiai) jau yra.
Kruskalo algoritmas garantuoja optimaly sprendinj jame, taciau netikrina, ar lankai nutiesti
teisingai.

Jei planuotume naujg tinklg (pvz., interneto rysio), Zinotume tikslias tasky vietas, ta¢iau lankus

galétume formuoti laisvai. Maza to, galétume jtraukti ir papildomy virsaniy. Kai kuriais atvejais



galime gauti dar pigesnj tinklg. Kyla klausimas, kaip suzinoti, koks tas pigiausias tinklas, kokius

lankus naudoti, kokias vir§tnes (ir kada) jtraukti.

Bendruoju atveju trumpiausias tinklas, jungiantis vir§tnes yra vienas i$ dviejy:
1. Minimalus jungiantysis medis (apie jj kg tik kalbéjome);
2. Steinerio medis.

Taigi, jei nesame tikri, kad minimalus jungiantysis medis yra geriausias variantas, bandykime
formuoti Steinerio medj ir skaigiuoti ar jis yra geresnis. Steinerio medis formuojamas, nagrinéjant
vir§dines po tris ir, jeigu reikia, tarp jy sukuriant ketvirtgjq virtne, dar vadinamq Steinerio tasku.

Cia minimas Jokibas Steineris buvo $veicaras matematikas, XIX a. dirbes geometrijos srityje.

5 pav. Jokiibas Steineris

https://en.wikipedia.org/wiki/Jakob Steiner#/media/File:JakobSteiner.jpg

Imkime tris vir§tnes (arba taskus) ir jsivaizduokime, kad jie yra sujungti j trikampj. Jei vienas i$
trikampio kampy yra didesnis nei 120°, tai Steinerio tasko kurti nereikia, nes trumpiausias tinklas
tarp $iy virstniy sutaps su minimaliu jungiandiuoju medZiu (kurj jau mokame surasti). Jei visi
kampai lygls ar maZesni uz 120°, tada Steinerio tadkas dedamas trikampio viduje taip, kad jj ir
trikampio vir§lines jungiandios atkarpos sudaryty 120° kampus (6 pav.). Jei néra kokiy nors
ypatingy aplinkybiy (reljefo skirtumai, valstybiy sienos ir pan.), gauty atkarpy (spalvotyjy, Zr. 6

pav.) svoriy suma yra mazesné uz dviejy krastiniy svoriy sumaq.


https://en.wikipedia.org/wiki/Jakob_Steiner#/media/File:JakobSteiner.jpg

6 pav. Steinerio tagkas

https://ocf.berkeley.edu/~ugradsa/static/usa_website/images/blog/rp/spring 2018/SteinerTreeProblem/figb.png

.15 akies® rasti Steinerio tagkq gali bati sunku, todél geometrijoje jo ie$koma taikant vadinamgjq

Toricelio' procedirq:

1. Tarkime, turime trikampj su vir§tnémis A, B ir C. Salia jo nubraizykime lygiakraitj trikampj
BCX (€ia X — nauja virsuné). Praktiskai taskg X galima rasti skriestuvu nubréZus du

puslankius i$ tasky B ir C, kuriy ilgis sutapty su atkarpos BC ilgiu (7b pav.);

2. Aplink BCX trikampj nubraizykime apskritimqg: trikampio krastine dalinkime per puse ir i$
gauto tasko brézkime statinj; dviejy statiniy susikirtimo taskas bus apskritimo centras, o

atstumas nuo jo iki bet kurios vir§linés — jo spindulys (7c pav.);

3. Taskus X ir A sujunkime atkarpa. Taskas, kuriame atkarpa kerta skritulj ir bus Steinerio

taskas (7d pav.).

Dirbant su trimis vir§tinémis Steinerio tasko paiedka atrodo lengva, tadiau visame grafe tokiy
trejety ir vidiniy tasky paieska gali bati problematiska. Kodél? Jei turime keletg tasky, minimaliy
jungian&iyjy medZiy yra geriausiu atveju keli (daZniausiai 1). Tagiau galimy Steinerio medziy
skai¢ius daug didesnis. Vidiniy tasky koordinatés labai priklauso nuo to, kokia tvarka
nagrinésime virstniy trejetus. PavyzdZiui, jei turime 7 vir§tnes, tai jvairiy Steinerio medziy galime

sukurti tdkstancius, o jei 10 — milijonus.

L E. Toricelis yra italy mokslininkas, labiau Zinomas dél savo eksperimenty fizikos, visy pirma skys¢iy dinamikos srityje.


https://ocf.berkeley.edu/~ugradsa/static/usa_website/images/blog/rp/spring_2018/SteinerTreeProblem/fig6.png
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7 pav. Steinerio tasko paieskos procediira



Pabaigai reikia nepamirsti matematiskai jrodyto fakto, jog minimalus jungiantysis medis ir

trumpiausias kelias niekada nesiskiria daugiau nei 13,4 proc. Taigi, jeigu tokia paklaida leistina,

visiskai pakanka taikyti Kruskalo algoritmq esamiems lankams ir neieskoti tarpiniy vir§tniy.

3-0ji veikla

Panagrinékite schemq, kurioje pavaizduotas ,LitNet” tinklas, ir nustatykite, kaip jj baty galima
optimizuoti sukuriant Steinerio tagkus. Zemélapyje suraskite, kokios konkre&ios vietovés (miestai,
kaimai) ten yra.
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4-oji veikla

Veikla siekiama parodyti alternatyvy minimalaus tinklo ir Steinerio tasky nustatymo bidg

remiantis fizikos désniais (,gamtiniu kompiuteriu®).

Popieriaus lape suzymékime taskus, kuriuos norime sujungti. Rekomenduojama, kad taskai baty
nutole vienas nuo kito ne maziau kaip po 3 cm. Paimkime dvi organinio stiklo plokstes arba
perlenkime vienq (8 pav.), padékime jas ant popieriaus lapo ir tose vietose, kur buvome pazyméje
vir§unes, jtvirtinkime metalinius arba plastikinius strypelius (galima isgrezti mazas skylutes, arba,
jei medZiaga plonesné, pasinaudoti yla). Tarp ploksteliy turéty bati apie 2—-3 cm tarpas. Jmerkime

prietaisq j muilo tirpalg. Jj iStraukus tarp strypeliy pradés formuotis muilo burbulai.

|

8 pav. ,,Gamtinis kompiuteris” Steinerio medzio paieskai

https://hapax.github.io/images/posts/steiner27.png



Tinkly uZdaviniy sprendimas kompiuteriu

Steinerio med#iy formavimo ir kity grafy sudarymo algoritmus galima panagrinéti ,,VisualAlgo®

aplinkoje: https://visualgo.net/en

Daugiau minimalaus tinklo algoritmy pavyzdZiy galima rasti ir ,,YouTube® platformoje:

e https://www.youtube.com/watch?v=JZBOLXgSGfs&t=123s

e https://www.youtube.com/watch?v=jsmMtJpPnhU&t=327s

e https://www.youtube.com/watch?v=t92xyTDvl ¢

e https://www.youtube.com/watch?v=Pl6rAOWu-Og
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