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algoritmas. Pateikiamas teorinis temos pagrindimas mokytojui, aptariamos pagrindinés

srities sgvokos.
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Jvadas

Tinklo sujungimo problemos daZnos realiame gyvenime. Kuriant naujg (ar plediant jau
esanciq) gyvenviete reikia suprojektuoti elektros, dujy ir vandens linijas j kiekvieng namg.
Jomis tiesiami elektros laidai, dujy ar vandens vamzdziai. Kiekvienas namas turi bati

prijungtas prie reikiamo tinklo.

Realiame gyvenime esama daug jvairiy tinkly — tai telefony tinklai, komunaliniy paslaugy
tinklai, kompiuteriy tinklai, keliy ir kiti tinklai. Kuriant paslaugy tinklus svarbu nustatyti, kur
optimalu tiesti kelig, rysio kabelius ir panasiai. Todél daznai sprendziamas efektyvaus

objekty sujungimo j tinklg uzdavinys.

Problema, kai reikia suprojektuoti trumpiausiq tinklg, vadinama minimalaus jungiamojo

medZio uZzdaviniu.

Minimalus jungiamasis medis pravartus ne tik komunaliniams tinklams, bet ir kompiuteriy,
telefono rysio tinklams, naftotiekio ar oro linijoms projektuoti. Planuojant geriausiq kelionés
marsrutq reikia atsizvelgti ne tik j kelionés patogumaq, bet ir j kaing. Niekas nenori praleisti
valandy valandas Iéktuve keliaudamas j kitg Salj aplinkiniu marsrutu vien dél to, kad tokia

kelioné yra pigesné.

Minimalus jungiamasis medis naudojamas sprendZiant ir kitus grafy uZdavinius,
pavyzdZiui, sprendziant ,Keliaujan&io pirklio® uzdavinj ie§koma trumpiausio kelio, kuriuo

turi bati aplankytos visos grafo virstnés.

Informatikoje ir matematikoje uzdaviniams spresti daZznai naudojami grafai. Pirmg kartqg
iSgirdus apie grafo sqvokg galima pagalvoti, kad tai panasu j grafikg, vartojamaq statistikoje

duomenims vaizduoti. Nieko panas$aus, grafai informatikoje yra kas kita.

Grafas yra figlra, sudarytas i$ tasky (vadinamy vir§inémis) ir atkarpy (vadinamy
briaunomis). Briauna nebutinai turi bati tiesi linija (gali bati lenkta, banguota ir pan.), tadiau
ji visada jungia dvi virStines. Kai briauna jungia vir§ine su ja padia, ji vadinama kilpa.
Grafuose linijy ilgis neturi reik§més — jokio mastelio nereikia laikytis.

Grafus nagrinéjo ir jy teorijai pagrindg padéjo XVIll a. matematikas L. Oileris (Leanard Euler).
Vienas i§ grafy yra jungiamasis medis, kurj aptarsime tolesniame skyrelyje. Sioje veikloje
nagrinéjami minimalaus jungiomojo medzio uzdaviniai. Minimalaus jungiamojo medzio
uzdaviniams spresti sukurta daug efektyviy algoritmy. Galima pradéti nuo miesto plano,

kuriome nesuzymétos gatvés, ir Zyméti po vieng gatve, jungianéiq du, iki Siol dar



neprijungtus namus. Sj algoritmg 1956 m. aprasé J. B. Kruskalas (Joseph B. Kruskal), todél

jis vadinamas Kruskalo algoritmu.
Kas yra medis ir jungiamasis medis?

Kas yra medis ir kas yra jungiamasis medis aptarsime remdamiesi telefono tinklo

pavyzdZiu.

Jsivaizduokime, kad mums reikia jrengti rysiy linijq tarp septyniy miesty (A, B, C, D, E, F, G).
Jie turi bati sujungti j vienqg tinklg taip, kad bty galima paskambinti i$ bet kurio miesto j
bet kurj. Grafe pavaizduoti kabeliai, jungiantys Siuos miestus. Briauny svoriai rodo, kiek
tokstanéiy eury kainuoty nutiesti kabelj tarp tam tikry miesty. Reikia sujungti miestus taip,

kad tinklo jrengimas kainuoty kuo maziau.

Tokio uZdavinio sprendinys yra pats grafas, kuris yra pradinio grafo dalis (pografis).
Pradiniame grafe pavaizduotos visos galimos jungtys tarp miesty. Mums reikia sudaryti
optimalig jungéiy aibe, kuri apima visas grafo vir§tnes. Naujasis grafas turi tenkinti Sias dvi
sqlygas:

1. Turi bati jungusis. Pagal sqlygqg kiekvienas miestas turi bati sujungtas su kiekvienu

kitu miestu.
2. Jame neturi biti cikly. Tai reiskia, kad neturi bGti jmanoma apeiti kelis miestus ir
sugrjzti j pradinj miestqg.

Pigiausiame grafe negali biti daugiau briauny nei bitina skirtingiems miestams sujungti.
PavyzdZiui, jei grafe bty ciklas, kaip parodyta paveiksle, tai istrynus vieng briaung, tinklas

vis tiek pasiekty visus miestus.
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Jungusis grafas, neturintis cikly, vadinamas medziu. Taigi, telefono tinklo uZdavinio
sprendinys turi bati medis. Toks medis, kuris jungia visas grafo virSines, vadinamas

jungiamuoju medZiu.

Medziy pavyzdziai
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Grafy, kurie néra medZiai, pavyzdziai
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Kai kalbame apie svorinj (briaunos turi svorius — kainas) jungiaomgjj med;j (toks yra masy
pradiniame uZdavinyje), vienas ar keli jungiamieji medzZiai pradiniome grafe gali turéti
maziausiq svorj (kaing). Tokie medzZiai vadinami minimaliais jungiamaisiais medZiais.
Dabar pradinj uzdavinj galime performuluoti j minimalaus jungiamojo medZio uzdavinj —
rasti maZiausiq kaing turintj medj, kuris jungia visas virSines (miestus).

Tam panagrinésime paprastg algoritmq, kurj taikant visada galima rasti jungiamojo
svorinio grafo minimalyjj jungiamgjj medj. Sis algoritmas Zinomas Kruskalo algoritmo

vardu.




1 Zingsnis

Pirmiausiai randame pigiausiqg grafo briaung (jei tokiy yra ne viena, pasirenkame bet kurig
i$ pigiausiy). Pazymékime jg raudonai (be abejo, galima naudoti ir kitas spalvas). Misy

grafe tai galéty bati briauna EG.

2 Zingsnis

Randame grafe pigiausiq dar nepazymétq (t. y., nenuspalvintq) briaunq, kurig pazyméjus
raudonai nesusidaryty raudono ciklo (prisiminkime: jokiy cikly!). Jei tokiy yra ne viena,

pasirinkime bet kurig. Raudonai pazymékime DG briaung.

3 Zingsnis

Toliau pigiausia briauna yra CF.




4 Zingsnis

Trumpiausios nepazymétos briaunos yra DE ir BF. Jei pazymétume DE, tai gautume ciklg

(prisiminkime: jokiy cikly!), todél spalviname BF.

B

5 Zingsnis

Toliau ieSkome kitos nepazymétos pigiausios briaunos. Tokios yra dvi: AD ir EF. Tarkime,

renkamés AD.

6 Zingsnis

Dabar mums lieka nuspalvinti EF, nes ji pigiausia i$ likusiy nepazymeéty.




Stai ir gavome pigiausiq tinklg, kuris jungia visus miestus.
Kruskalo algoritmo taikymo pavyzdys (pagal 1 $altinj)

UZduotis. Paveiksle pavaizduota vejos laistymo sistema, joje taskais (virSGnémis)
vaizduojami vandens purkStuvai, j kuriuos turi bati tiekiomas vanduo. Vir§ané A yra
centrinis vandens rezervuaras. Briaunomis vaizduojami keliai, kuriais galima tiesti vandens
vamzdZius, o briauny svoriai nurodo galimy jungéiy kainas. Reikia nutiesti vandens
vamzdZzius taip, kad vanduo i§ A rezervuaro patekty j visus purkstuvus. Be to, tai turi bati

padaryti kiek galima pigiau.
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Siam uZdaviniui spresti naudosime Kruskalo algoritmg.

1 Zingsnis. Randame grafe maZiausio svorio briaung ir nuspalviname jg. MaZiausio svorio

briauna yra LM.

B C

o

34

23 & 31

32

32

46

M

26

31

39

30

54

23

2 ¥ingsnis. Randame kitg maZiausio svorio briaung. Tokios briaunos yra AJ ir EF. Siuo

Zingsniu nuspalviname AJ:
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3 Zingsnis. Nuspalviname briaung EF:
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4 Zingsnis. Randame maZiausio svorio nepazymétq briaunqg FG ir jg nuspalviname:
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7 Zingsnis. Randame maZiausio svorio nepazymétq briaung BK ir jg nuspalviname:
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9 Zingsnis. Randame maZiausio svorio nepazymeétg briaung NL. Taciau ji netinka, nes jq

nuspalvinus susidaro ciklas. Kita pigiausia griauna yra AB. Nuspalviname:
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11 Zingsnis. Randame maziausio svorio nepazymeétqg briaung CD ir nuspalviname:
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12 Zingsnis. Randame maZiausio svorio nepazymétg briaung CE: netinka, nes sudaro ciklq.

Tuomet tokios pacios kainos yra BC, tadiau ja jungiamos abi vir§tinés jau priklauso medZiui.

Kita pigiausia briauna yra JK, bet taip pat sudaro ciklg. NI yra pigiausia tinkama briauna.

Nuspalviname jq:
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Raudonos briaunos jungia visas grafo vir§ines. Gavome minimaly jungiomgjj medj,

nusakantj pigiausiq vejos laistymo sistemos jrengimg.

Toliau pabandykite atlikti pateiktq uzduotj savarankiskai.



»-Purvino miesto® uzdavinys

Si veikla skiriama susipaZinti, kaip kompiuteriai padeda surasti geriausiq realaus uzdavinio —
kaip geriausia nutiesti kelig — sprendimq. Studentams iSdalijami darbo lapai, kuriuose

paaiskinta Purvino miesto problema.

Diskusija

Aptariama, kokiais bldais studentai galvoja ieskoti sprendimo.

Sig uzduotj galima spresti keliais budais. Vienas badas — pradéti nuo miesto plano, kuriame
néra suzyméta gatviy. Reikia Zyméti po vieng gatve, jungianéig du namus, prie kuriy gatvé
dar nenutiesta. Kitas uzdavinio sprendimo bddas, kai miesto plane yra suzymeétos visos
gatvés, — Salinti po vieng nereikalingg gatve ir tikrinti, ar | visus namus galima patekti
likusiomis gatvémis.

Sio uzdavinio sprendiniai gali bati skirtingi — visi namai gali bati sujungti vienodo ilgio, bet

skirtingomis gatvémis. Toliau paveiksle parodyti du skirtingi $io uzdavinio sprendiniai.

Tada reikéty aptarti, kur prireikia tinkly realiame gyvenime.

Informatikoje Sie tinkly vaizdavimo bidai vadinami grafais. Grafas — tai taskai (virsanés),
sujungti linijomis (briaunomis). Realiame gyvenime tinklai gali biti vaizduojami grafais ieskant
optimalaus sprendimo.

Grafy uzdaviniams spresti yra sukurta daug algoritmy, kuriais naudojantis, pavyzdZziui,

lengviau rasti trumpiausiq atstumg tarp dviejy tasky arba trumpiausiqg kelig, jungiantj visus

taskus.



Darbo lapas ..Purvino miesto® uzdaviniui

Vienoje $alyje yra miestas, kuriame nenutiesta grjsty gatviy. Po lietaus Zemé mieste
pazliunga, automobiliai klimpsta purve, o Zmonés iSsipurvina. Miesto meras
nusprendé isgrjsti kai kurias miesto gatves, taciau jis nenori i$leisti daugiau pinigy,
nei batina, nes mieste dar reikia pastatyti baseing. Meras iskélé du reikalavimus:

1. Grjsty gatviy turi bati tiek, kad jomis baty galima nueiti | kiekvieng namag.

2. Gatviy grindimo islaidos turi bati maziausios.

Pateiktas miesto planas. Akmeny skaicius tarp kiekvieno namo proporcingas gatvés
grindimo kainai. Suraskite geriausig gatviy grindimo variantq, kuris sujungty visus

namus ir blty pigiausias.

Pagalvokite, kokiu badu galima pradéti spresti §j uzdavinj?




Sudétingesnis uZzdavinys

Paveiksle grafu pavaizduoti namai ir keliai. Siame grafe namai vaizduojami
apskritimais, o keliai — linijjomis, jungianciomis apskritimus. Keliy ilgiai nurodyti

skaiciais ties linijomis.

Studentai galéty sukurti savo miestq ir draugy paprasyti sujungti vaizduojamus namus
gatvémis. Kiek maziausiai gatviy reikia miesto namams sujungti? Ar maziausias miesto

gatviy skaicius priklauso nuo namy skaiciaus?

Pamagstykite ir aptarkite
Kiek gatviy reikia norint sujungti n namy?

Ar aisku, kad optimaliam sprendimui reikéty sujungti n—1 gatviy?



-Bebro® konkurso uzdaviniai

Informatinio mgstymo konkurse gausu uzdaviniy, kuriuos sprendziant taikomi sprendimai,

kurie remiasi grafais. Panagrinékite pateiktus uZdavinius, pagalvokite, kaip juos sprestuméte.

Kabantys tiltai

Sesiose salose gyvenanti dZiungliy bendruomené nori sujungti Sias salas, nutiesdama
kabanéius tiltus. Buvo sudarytas galimo saly sujungimo planas. Tiltai vienas kito nekerta.

Skaiciais parodytos tilty statybos islaidos.

Bendruomené nori sujungti visas salas taip, kad i$ bet kurios salos bity galima keliauti j bet
kurig kitg salq tiesiogiai arba per vieng ar kelias salas. Kartu bendruomené nori statyti tiltus

kuo pigiau.
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Koks pigiausias bidas sujungti visas Sesias salas?

ISspreskite uZzdavinj ir aptarkite.
Kurio amZiaus mokiniams duotuméte jj spresti?

Kg aiskintuméte?



Vandens kanalai

Paveiksle parodyta, kaip jsikiiré penkios bebry buveinés (A, B, C, D, E).

Bebrai noréty sujungti Sias penkias buveines vandens kanalais ir taip, kad tiesiamy kanaly
bendras ilgis baty kuo maziausias. Pasitlykite bebrams visus galimus kanaly tiesimo

variantus.
ISspreskite uzdavinj ir aptarkite.
Kurio amZiaus mokiniams duotuméte jj spresti?

Kokius teorinius klausimus nagrinétuméte?



VamzdZiai

Bebras nori sudaryti vamzdziy tinklg taip, kad vanduo nuo pagrindinio Saltinio A galéty

nutekéti iki kiekvienos purkstuvo galvutés (B, C, D, E, F, G, H, I).

Skaiciai ant kiekvieno vamzdzio rodo Sio vamzdzio tiesimo islaidas.

Kaip turéty atrodyti vamzdziy tinklas, kad tiesimo kaina bity kaip galima mazesné?
ISspreskite uZzdavinj ir aptarkite.

Kurio amZiaus mokiniams duotuméte jj spresti?

Gal pasitlytuméte mokiniams sukurti patiems analogiskg uZzdavinj?
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