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Jvadas. Apie kq visa tai?

Zemélapio spalvinimas priklauso grafo spalvinimo uzdaviniy grupei. Informatikoje grafas yra

abstrakti objekty rysiy sistema.

Informatikoje grafai vaizduojami schemomis nusakant, kaip vienas objektas susijes su kitu.
Sutarta, kad objektai vaizduojami apskritimais arba taskais (vadinama vir§Gnémis),
sujungtais linijjomis (kartais vadinama briaunomis), kurios rodo rysius tarp vaizduojomy

objekty.

Patyrinékite paveikslq, kaip valstybés susijusios viena su kita. Vir§tnés vaizduoja valstybes, o
linijos — valstybiy sienas. Grafo spalvinimo uzdavinys formuluojamas taip: vir§tinés turi bati
sujungtos skirtingy spalvy linijjomis. Spalvinant grafg neribojamas skirtingy spalvy skaicius,
nes grafo vir§tnés gali bati jungiamos daugeliu bidy. Grafo spalvinimo uZzdavinys skirtas

surasti maZiausiq skaiciy skirtingy spalvy tam tikram grafui nuspalvinti.

Siaurés
valstybe

Ryty
valstybé

Kitame paveiksle vir§tinés atitinka mokykloje mokomus dalykus. Linija, jungianti dvi vir§ines,
reiSkia, kad bent vienas mokinys mokosi ty dviejy dalyky, todél tvarkarastyje abiejy dalyky

pamokos negali bati jrasSytos vykstandios vienu metu.

Optimalaus pamoky tvarkarascéio sudarymas taip pat yra grafo spalvinimo uZdavinys,

kiekviena spalva reiskia vis kitg pamokos laikq.

Grafy spalvinimo algoritmas daZnai naudojamas realaus gyvenimo uzdaviniams spresti, bet
i$ tikryjy nelabai taikomas Zemélapiams spalvinti (nors pati problema ir pavadinta Zemélapio

spalvinimu). I$ tiesy, kartografo veikla yra tik graZus problemos pateikimas.



1852 m. buvo suformuluotas teiginys, kad bet kokj Zemélapj galima nuspalvinti maZiausiai
keturiomis skirtingomis spalvomis, bet iki 1976 m. jis nebuvo jrodytas. Si keturiy spalvy
teorema buvo jrodyta tik po 120 mety (informatikos mokslas turéjo ir tebeturi daugybe

neatsakyty klausimy).

Kompiuterio sugaistas laikas grafy spalvinimo uzdaviniui spresti ilgéja eksponentiskai
didéjant grafo dydZiui. Zemélapio spalvinimo uzdavinys gali bati sprendZiamas perrenkant
visus jmanomus spalvinimo variantus. Zinoma, kad pakanka keturiy skirtingy spalvy.
Vadinasi, reikia patikrinti visas Zemélapio spalvinimo keturiomis spalvomis galimybes. Jei
¥emélapyje yra n valstybiy, tai galimybiy jam nuspalvinti yra 4". Sis skaidius auga labai
greitai: kiekviena 8alis padidina galimybiy skai¢iy 4 kartais ir tokiu bddu keturgubina
sprendimo laikg. Net jei bty toks kompiuteris, kuris galéty rasti 50 valstybiy spalvinimo

sprendimq per valandq, tai 51 Saliai nuspalvinti reikéty jau 4 valandy.

Grafo spalvinimas yra geras pavyzdys uZdavinio, kurio sprendimo laikas ilgéja
eksponentiskai. Paprastu atveju, kai maZai valstybiy, surasti optimaly sprendimqg yra gana
paprasta ir tai galima padaryti nesinaudojant kompiuteriu, bet didéjant valstybiy skaiciui

uzdavinys tampa nebeiSsprendziamas net ir naudojantis kompiuteriu.

Realiame gyvenime daZnai tenka spresti tokius uzdavinius, kai negalima gauti tikslaus
atsakymo. Informatikos metodai pateikia gana gery, bet ne visidkai tiksliy sprendimy. Sie
euristiniy metody rezultatai yra labai artimi optimaliems, greitai apdorojami kompiuteriu ir
tinkami praktiniams tikslams. PavyzdzZiui, mokyklose gali prireikti vieno kabineto daugiau, nei
batina, dél mazos pamoky tvarkara$éio paklaidos, taip pat ir Zemélapyje gali bati viena

spalva daugiau, nei batina.

Niekas nejrodé, kad néra efektyvaus bido Siems uZdaviniams spresti, bet taip pat niekas
nejrodé, kad jis yra. Informatikos mokslininkai lieka skeptiski, kad kada nors bus rastas

efektyvus metodas grafo spalvinimo uzdaviniui.

Grafo spalvinimo uzdaviniuose, kurie sprendzZiami atliekant &ia aprasytas veiklas, reikia
surasti maZiausig skaiciy skirtingy spalvy (dvi, tris, keturias spalvas), kuriomis baty galima

nuspalvinti vieng ar kitqg Zemélapj.
ISsamiau apie grafo spalvinimg

Grafo spalvinimas - tai grupé uzdaviniy, kuriuose siekioma grafo elementams priskirti spalvas
taip, kad baty tenkinamos tam tikros sglygos (paprastai — kad gretimi grafo elementai bity
skirtingy spalvy). I$ tokiy uZdaviniy daZniausiai naudojamas virshniy spalvinimas, kai
kiekvienai vir§tnei priskiriama spalva taip, kad gretimos vir§tinés turéty skirtingas spalvas,

kiek re€iau — briauny spalvinimas, kai spalvos priskiriamos briaunoms.


https://lt.wikipedia.org/wiki/Grafas_(matematika)
https://lt.wikipedia.org/wiki/Vir%C5%A1%C5%ABni%C5%B3_spalvinimas
https://lt.wikipedia.org/w/index.php?title=Briaun%C5%B3_spalvinimas&action=edit&redlink=1

Matematikoje keturiy spalvy teorema arba keturiy spalvy Zemélapio teorema teigia, kad
norint nuspalvinti bet kurio Zemélapio sritis, kad du gretimi regionai nebity vienodos spalvos,
reikia ne daugiau kaip keturiy spalvy. Gretima reiskia, kad du regionai turi bendrg ribinés

kreivés segmentq, o ne tik kampg, kuriame susikerta trys ar daugiau regiony.

Jdomu tai, kad grafo spalvinimo problema buvo pirmoji rimta teorema, kuri buvo jrodyta
kompiuteriu. I$ pradZiy Sis jrodymas nebuvo priimtas visy matematiky, nes kompiuterinio
jrodymo buvo nejmanoma Zmogui patikrinti ranka. Prireiké laiko, kol jrodymas sulauké

plataus pripaZinimo, nors tebéra abejojanéiy mokslininky.

Keturiy spalvy teoremq 1976 m. jrodé Kennethas Appelis ir Wolfgangas Hakenas po daugybés
klaidingy jrodymy ir prieSingy pavyzdziy (skirtingai nei penkiy spalvy teorema, jrodyta 1800-
aisiais, teigianti, kad Zemélapiui nuspalvinti pakanka penkiy spalvy). Kad iSsklaidyty visas
likusias abejones dél Appelio ir Hakeno jrodymo, 1997 m. Neilas Robertsonas, Danielis
Sandersas, Paulas Seymouras ir Robinas Thomasas paskelbé paprastesnj jrodymg, kuriame
naudojamos tos pacios idéjos ir vis dar remiamasi kompiuteriais. 2005 m. teoremq taip pat
jrodé Georgesas Gonthieris, naudodamas bendrosios paskirties teoremy tikrinimo

programing jrangaq.

Intuityvus keturiy spalvy teoremos teiginys — ,,atsizvelgiant j bet kokj plok§tumos atskyrimq j
gretimas sritis, sritys gali bati nuspalvintos daugiausia keturiomis spalvomis, kad nebity
dviejy gretimy sriciy, kurios bty vienodos spalvos® — turi biti tinkamai interpretuojamas, kad

bty teisingas.

Pirma, regionai yra gretimi, jei jy ribos yra atkarpa, tai yra, du regionai, kurie dalijasi tik
pavieniais ribiniais taskais, nelaikomi gretimais. Antra, neleidZiami keisti regionai, pavyzdziui,
turintys ribotg plotg, bet be galo ilgg perimetrg — Zemélapiams su tokiais regionais gali
prireikti daugiau nei keturiy spalvy. (Saugumo sumetimais galime apsiriboti regionais, kuriy
ribos susideda i§ daugybés tiesiy linijy atkarpy. LeidZiama, kad regionas visi§kai supty vieng
ar daugiau kity regiony.) Atkreipkite démesj, kad sqvoka ,gretimas regionas® néra tas pats,
kas jprastuose Zemélapiuose esanti ,Salis®, nes Salys nebdtinai turi bati gretimos (pvz.,
Kabindos provincija — Angolos dalis, Nachivanas — AzerbaidZano dalis, Kaliningrado sritis —

Rusijos dalis, Aliaska — JAV dalis, néra gretimos).


https://bahasa.wiki/lt/Mathematics
https://bahasa.wiki/lt/Theorem
https://bahasa.wiki/lt/Computer-assisted_proof#Theorems_proved_with_the_help_of_computer_programs
https://bahasa.wiki/lt/Computer-assisted_proof#Theorems_proved_with_the_help_of_computer_programs
https://bahasa.wiki/lt/Computer-assisted_proof
https://bahasa.wiki/lt/Computer-assisted_proof
https://bahasa.wiki/lt/Non-surveyable_proof
https://bahasa.wiki/lt/Kenneth_Appel
https://bahasa.wiki/lt/Wolfgang_Haken
https://bahasa.wiki/lt/Five_color_theorem
https://bahasa.wiki/lt/Georges_Gonthier
https://bahasa.wiki/lt/Proof_assistant
https://bahasa.wiki/lt/Proof_assistant
https://bahasa.wiki/lt/Cabinda_Province
https://bahasa.wiki/lt/Angola
https://bahasa.wiki/lt/Nakhchivan_Autonomous_Republic
https://bahasa.wiki/lt/Azerbaijan
https://bahasa.wiki/lt/Kaliningrad_Oblast
https://bahasa.wiki/lt/Alaska
https://bahasa.wiki/lt/United_States

Keturiomis spalvomis nuspalvintas JAV valstijy Zemélapis

Klausimai ir diskusija
Kqg radote internete apie grafo spalvinimo problemq?
Padiskutuokite, kodél matematikai abejoja kompiuteriy jrodymais? Paieskokite argumenty.

Pavaizduokite JAV valstijy Zemélapj grafu (kruop$tumo reikalaujantis uzdavinys).



Grafo spalvinimas

Daugelyje optimizavimo uzdaviniy tam tikri jvykiai negali vykti vienu metu ar tam tikri objektai
negali bati gretimi. PavyzdZiui, kiekvienas, kam teko daryti klasés ar susitikimo tvarkarastj,
yra susiddres su visy dalyviy sqlygy suderinimo problema. Tokio pobtdZio uZdaviniai gali bati
sprendziami taikant grafo spalvinimo metodqg. Spalvinant grafg siekiama, kad gretimi jo
elementai baty skirtingy spalvy. Atliekant Sig veiklg grafo spalvinimo metodu sudaromas

Zemélapis.

Rysiai su bendrosiomis programomis

o Matematika: skai€iai, dvejetainé skaic¢iavimo sistema

o Matematika: algebra, begaliné skaiciy seka, skaiciy sekos taisyklés, dvejeto laipsnis
Priemonés

o Lenta arba kitas rasymo pavirsius ir raSymo priemoné
o Vieno ar keliy darbo lapo kopijos
o Spalvoti smeigtukai ar spalvoti lipnieji lapeliai

o Spalvoti piestukai, flomasteriai ar kreidelés

Sioje veikloje pasakojama apie kartografq, kuriam mokiniai turi padéti nuspalvinti Zemélapj
taip, kad gretimos valstybés baty skirtingy spalvy.
Gal mokiniams patiks Stai tokia vaizdi iSgalvota istorija? Galite sugalvoti ir kitokiy istorijy apie

Zemélapiy spalvinimaq.



Paveiksle parodytas Zzemélapis su keturiomis valstybémis:
Siaureés, Vakary, Ryty ir Piety. Jei Siaurés valstybé nuspalvinama
raudonai, tai Vakary negali bati spalvinama raudonai, nes
nesimatys sienos su Siaurés valstybe. Vakary valstybe galima
spalvinti, pavyzdziui, Zaliai. Tada ir Ryty valstybé gali bati

spalvinama Zaliai, nes neturi bendry sieny su Vakary valstybe (jei

dvi valstybés lieciasi tik viename taske, laikoma, kad jos neturi
bendry sieny). Piety valstybé gali biti spalvinama raudonai, nes neturi bendry sieny su

Siaurés valstybe.

Sio pasakojimo kartografas gyvena labai vargingai ir negali jsigyti daug spalvoty piestuky,

todél prasoma naudoti kuo maZiau spalvy.
Veikla ir diskusija

Siai veiklai pateikiami keturi pavyzdZiai — darbo lapai. Jie skirti mokiniams, tagiau juos turéty
gerai iSnagrinéti ir studentai, bdsimi mokytojai, kad gerai suprasty sprendimo eigqg, gebéty

paaiskinti kylanéias problemas.

Pirmasis darbo lapas. Pirmojo darbo lapo pavyzdZiui nuspalvinti pakanka tik dviejy spalvy.
Vis tik sumazinti spalvy skaiéiy iki dviejy daugeliui mokiniy gali bati sunku. Taéiau §i uzduotis
yra paprasta, palyginti su Zemélapiais, kuriuose yra daugiau valstybiy ir reikia daugiau

spalvy.

Spalvindami Zemélapj dviem spalvomis mokiniai gali suformuluoti taisykle: jei viena valstybé
spalvinama viena spalva, tai jos kaimyné turi bati spalvinama kita spalva. Si taisyklé
kartojama, kol nuspalvinamas visas Zemélapis. Geriausia siekti, kad Siqg taisykle mokiniai

sugalvoty ir pateikty patys.

Padiskutuokite, kodél Siam pavyzdZiui nuspalvinti uZtenka dviejy spalvy? Kokie Juasy

argumentai?

Antrasis darbo lapas. Tai jau sunkesné uZduotis. Pasitlykite mokiniams pasitarti, kokiomis
priemonémis geriau spresti grafo spalvinimo uZdavinius. Galbit mokiniai, uZzuot spalvine,
sugalvos naudoti spalvotus smeigtukus arba lipniuosius lapelius. Sis bidas leidZia apsigalvoti

ir prireikus valstybe pazyméti kita spalva.
Ar galite paaiskinti, kokiu badu spalvinant Zzemélapj prireikia maZiausiai spalvy? Vienas i$
mgstymo bidy, kodél Siam Zemélapiui reikia bent trijy spalvy, galéty bati toks: daugiausiai

trys valstybés turi bendry sieny.



Tolesni darbo lapy pavyzdziai (treciasis ir ketvirtasis) sudétingesni, prireiks daugiau spalvy.
Atsakymai pateikiomi Sios medZiagos pabaigoje. Batinai skatinkite mokinius diskutuoti,
argumentuoti, ieSkoti geresniy sprendimo keliy. Mokiniai turi patys atrasti, kieck maziausiai

reikia spalvy spalvinant vienqg ar kitq grafq.

Kai mokiniai nuspalvina visus Zemélapius, galima paprasyti, kad sukurty ir savo Zemélapiy,
kuriems nuspalvinti reikéty maziausiai penkiy spalvy, arba kad jrodyty, kad bet kuriam
Zemélapiui nuspalvinti pakanka keturiy spalvy. Tokiai uzduo€iai atlikti mokiniams turéty
prireikti daugiau laiko. Mokiniai gali greitai nubraizyti Zemélapj, kuriam nuspalvinti reikia
penkiy spalvy, bet daugeliu atvejy galima parodyti, kad jj galima nuspalvinti ir keturiomis

spalvomis. Kaip manote, kodél taip yra?



Pirmasis darbo lapas. Grafo spalvinimas

Nuspalvinkite valstybes Siuose Zemélapiuose naudodami kuo maZziau spalvy.

Valstybés, turin€ios bendrq sieng, negali bati spalvinamos tokia pat spalva.




Antrasis darbo lapas. Grafo spalvinimas

Nuspalvinkite valstybes Siuose Zemélapiuose naudodami kuo maZziau spalvy.

Valstybés, turin€ios bendrq sieng, negali bati spalvinamos tokia pat spalva.




Treciasis darbo lapas. Grafo spalvinimas

Nuspalvinkite valstybes Siame Zemélapyje naudodami kuo maziau spalvy. Valstybés,

turincios bendrq sieng, negali bati spalvinamos tokia pat spalva.




Ketvirtasis darbo lapas. Grafo spalvinimas

Nuspalvinkite sritis Sioje schemoje naudodami kuo maZiau spalvy. Sritys, turincios

bendrq ribg, negali biti spalvinamos tokia pat spalva.




Sudétingesni grafo spalvinimo uZdaviniai

Paprasta sukurti  Zemélapj, kuriam

nuspalvinti tereikia dviejy spalvy. Toks - ’

pavyzdys parodytas ketvirtame darbo lape, '

kur schema yra sudéliota i$ persidengianéiy

uzdary geometriniy figiry. Taip sudéliotq j

schemq ar Zemélapj visada bus galima

nuspalvinti  naudojant tik dvi spalvas.

UZduotis mokiniams bty sukurti ir patikrinti

keletq tokiy zemélapiy. Tada reikéty klausti,

kodél taip yra, kokiomis savybémis turi

pasizyméti Zemélapis (grafas), kad baty

galima nuspalvinti naudojant tik dvi spalvas.

Batina isklausyti kiekvieng mokinj. Mokiniai

patys turi spresti, ar pateikti argumentai yra

jtikinantys, ar jy pakanka.

Zemélapiui, nupiedtam ant lapo ar sferos (gaublio), visada uZztenka keturiy spalvy.
Mokslininkams jdomu, kiek spalvy reikia Zemélapiui, kuris nupieStas ant kitokio

pavirsiaus, pavyzdZiui, toro. Siuo atveju visada pakanka penkiy spalvy.

Supazindinkite mokinius su toro figlra, aptarkite ir pasitlykite iSbandyti zemélapio

spalvinimq ant toro pavirsiaus.



Jdomios grafo spalvinimo uZdaviniy interpretacijos

Grafy teorijoje yra jvairiy grafo spalvinimo uZdaviniy interpretacijy. Pavyzdziui, jei vienas
Zmogus spalvina Zemélapj, nubraizytg ant lapo, tai tikrai Zino, kad protingai spalvinant
uztenka keturiy spalvy. O jei tas Zmogus spalvinty valstybes paeiliui ne vienas, o su priesiskai
nusiteikusiu ar grafy spalvinimo teorijos nezZinanciu partneriu? Vienas spalvina viskg gerai

apgalvodamas, o kitas neapdairiai spalvina valstybes paeiliui.
Kiek maZiausiai skirtingy spalvy reikéty Zemélapiui nuspalvinti?

Didziausias skaiCius néra Zinomas. 1992 m. buvo jrodyta, kad 33 skirtingy spalvy visada
pakakty. 2008 m. buvo jrodyta, kad visada pakakty 17 skirtingy spalvy. Ekspertai spéja, kad
turéty uztekti 10 skirtingy spalvy, bet tai néra jrodyta.

ISbandykite §j metodq spalvindami kurj nors i§ Zemélapiy poromis.

Kita grafo spalvinimo uZdavinio interpretacija yra imperijos spalvinimas. Siai interpretacijai
reikia dviejy skirtingy, bet vienodq skai€iy valstybiy turinéiy Zemélapiy. Kiekviena valstybé
viename Zemélapyje (Zemés) turi atitikti valstybe kitame Zemélapyje (pavyzdZiui, Zemés

valstybés kolonijg Marse).

Spalvinant Siuos Zemélapius keliamos dvi sqglygos: valstybés, turinios bendrqg sieng, negali
bati tokios pat spalvos ir kiekviena valstybé viename Zemélapyje turi bati nuspalvinta tokia

pat spalva kaip jg atitinkanti valstybé kitame Zzemélapyje.
Kiek maziausiai skirtingy spalvy reikia Siems Zemélapiams nuspalvinti?

Deja, atsakymas dar neZinomas.



Dar keletas grafo spalvinimo pavyzdziy:

,Bebro® konkurso uZdaviniai

Panagrinékite porqg uzdaviniy, kurie buvo pateikti ankstesniy mety ,Bebro® konkursuose.
Aptarkite, kaip jie susije su Zemélapio spalvinimo problema. Kurios klasés mokiniams tinka

pateikti uzdaviniai?



Skiautinys

Bebrai i$ jvairiy spalvy skiauéiy nori pasiati antklode. Ji turi bati spalvinga, todél bendrg
krastqg turincios skiautés turi bati skirtingy spalvy. Be to, bebrai nori panaudoti kuo maZziau

audiniy spalvy. Jie nubraizé, kaip turéty atrodyti antklodés ornamentai:

<0 BP
o@p

Padék bebrams pasiati antklode i$ kiek galima maZiau skirtingy spalvy audiniy.

Pasirink audinio spalvq ir nuspalvink antklode.

Tai informatika!

Spalvinimas priklauso grafo uzdaviniams. Grafe spalvinimo uZdavinys formuluojamas taip:
reikalaujama, kad duotos vir§inés baty sujungtos skirtingy spalvy linijomis. Reikia surasti

maZiausiq skaiciy skirtingy spalvy linijy grafui nuspalvinti.
Sis uzdavinys atitinka Zemélapio spalvinimo uzdavinj.
Daugiau skaitykite €ia:

https://en.wikipedia.org/wiki/Four color theorem

https://en.wikipedia.org/wiki/Graph coloring



https://en.wikipedia.org/wiki/Four_color_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Graph_coloring

Sudétingos figiros spalvinimas

Pateiktqg figirq reikia nuspalvinti naudojant kuo maZiau spalvy. Ta€iau neleidZziama ta padia

spalva spalvinti jokiy dviejy bendrq krastine turinéiy sriciy.

Kiek maziausiai spalvy prireiks?

Atsakymo variantai:
2

3

Tai informatika!

Si uzduotis — tai gerai Zinomas matematikos uZzdavinys, vadinamoji keturiy spalvy teorema.
Si teorema teigia, kad bet koks plok&tuminis paveikslas, padalintas j sritis, pavyzdZiui,
Zemélapis, gali bati nuspalvintas naudojant ne daugiau kaip keturias spalvas ir laikantis
taisyklés, kad jokios dvi bendrqg krastine turin€ios sritys negali biti nuspalvintos ta pacia

spalva.

Keturiy spalvy teorema turi daug taikymy informatikoje. PavyzdZiui, planuojant skrydZius ir
skirstant pakilimo ir nusileidimo takus, kad bity iSvengta susiddrimy, parenkant mobiliyjy

tinkly daznius.
Daugiau skaitykite:

https://en.wikipedia.org/wiki/Four_color_theorem


https://en.wikipedia.org/wiki/Four_color_theorem

Daugiau informacijos

Sitlome paskaityti puiky matematiko Viliaus Stakéno straipsnj, spausdintq ,,Alfa ir omega®

Zurnale.

¢

Paskaitykite straipsnio iStraukqg ir aptarkite, kg naujo suZinojote. Pazitrékite j Lietuvos

administracinj suskirstymq: ar galime jam pritaikyti ,,trikampiy“ ploty taisykle?

Zemélapio spalvinimo uZdavini galime pakeisti jo keliy grafo
spalvinimo uZdaviniu: jei Sio grafo vir§iines galétume nuspalvinti
taip, kad kiekvienas kelias (grafo briauna) jungty skirtingai nuspal-
vintas virSiines (sostines), tai ir patj Zemélapj galétume taisyklingai
nuspalvinti. ISties pakakty visy Salj nuspalvinti jos sostinés spalva.

[siZiturékime | Zemélapj ir jo Saliy sostines jungianciy keliy tinkla.
Sis tinklas taip pat yra zemelapis. Pastebékime tokius paprastus
dalykus: jei a yra Salies A sosting, tai keliy grafo a virstinés laipsnis
lygus Salies A sieny skaiciui.

Jei Zemélapis yra normalusis, tai jo keliy Zemélapyje klekvxena
Salis turi tris sienas. Taigi keliy Zemeélapis sudarytas i§ , trikampiy*!

Pasirinke kurig nors keliy Zemélapio $alj, galime paZyméti jos
virSunes skaitmenimis O (geltona), 1 (Zalia), 2 (raudona). Gretimy
Saliy virStnes irgi paZymeékime tais paciais simboliais, tatiau taip,
kad kiekviena briauna jungty skirtingai paZymétas virSines. Jeigu
tesiant §j procesy pavykty visas keliy grafo virSiines pazymeti skait-
menimis 0, 1, 2 taip, kad kiekviena briauna jungty vir§iines, ku-
riy skaiciai (spalvos) skirtingi, tai keliy grafa galétume taisyklingai
nuspalvinti trimis spalvomis. TaCiau tada ir pradiniam Zemélapiui
taisyklingai nuspalvinti uZtekty trijy spalvy!

Kada trisieniy 3aliy Zemélapio vir§ines galime Sitaip Zymeéti?
Atsakymas, pasirodo, paprastas — kai to Zemeélapio Salis galima
taisyklingai nuspalvinti dviem spalvom (tarkime, juoda ir balta)!
Jeigu Zemelapis nuspalvintas — galima tiesiog keliauti juodujuy Saliy
sienomis apeinant $alj po Salies ir Zyméti vir§tines. Zinoma, tai
reikéty dar jrodyti, bet tai padaryti néra sunku.

Dar viena jdomi istrauka i$ Sio straipsnio:



e

Normalyjj Zemélapj galima taisyklingai nuspalvinti trimis spalvo-
mis tada ir tik tada, kai visos jo Salys turi po lyginj skaiciy sieny."

) l

13 pav. Vieng i3 Siy Zemélapiy galima : :’: : :

taisyklingai nuspalvinti trimis spalvo- ]
mis, o kito ne!

Taigi Lietuvos Zemelapio trimis véliavos spalvomis nenuspalvin-
sime. Kliudo, pavyzdZziui, Kelmes arba Ukmergés rajony padeétis —
jie turi po nelyginj skai¢iu sienuy.

Paskaitykite visq V. Stakéno straipsnj, yra daugiau jdomybiy:
Vilius Stakénas. Keturios spalvos — ir pasaulis margas. Alfa ir omega, 2000, Nr. 1, p. 36—-LL.

http://web.vu.lt/mif/v.stakenas/a+o0/2000-1/2000-1-36-44.pdf

»Youtube® galite rasti daug vaizdo jrasy apie keturiy spalvy teoremgq ir jdomiy uZdaviniy.

Vieng rekomenduojame:

https://www.youtube.com/watch?v=052VkKhlaQ4 (Graph coloring)

Davido Harelo knygoje ,,Algorithmics® nagrinéjama keturiy spalvy teorema, pateikiama jos
istorija.

3

Daugiau Zemélapio spalvinimo aspekty aptarioma knygoje ,,The Spirit of Computing’
(Addison—Wesley, Reading, MA, 1st edition, 1987; 2nd edition, 1992; 3rd edition (with Y.
Feldman), 2004).

Dar viena jdomi knyga:

Nancy Casey, Mike Fellows. This is MEGA-Mathematics!, Los Alamos National Labs, 1992.

Mareko Kubale knygoje ,,Graph Colorings® aprasoma grafo spalvinimo uZdaviniy istorija

(American Mathematical Society, Providence, Rhode Island, 2004).


http://web.vu.lt/mif/v.stakenas/a+o/2000-1/2000-1-36-44.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=052VkKhIaQ4

Sprendimai ir uzZuominos

Darbo lapy atsakymai

Vienintelis pirmojo darbo lapo sprendimas parodytas A paveiksle (spalvos gali bati

pasirenkamos).

Antrojo darbo lapo virsutiniam Zemélapiui reikia trijy spalvy. Galimas sprendimas parodytas
B paveiksle. Apatiniam Zemélapiui jau reikia keturiy spalvy. Galimas sprendimas parodytas C

paveiksle.

Treciojo darbo lapo Zemélapiui reikia trijy spalvy. Galimas sprendimas parodytas D

paveiksle.



Ketvirtojo darbo lapo sprendimas parodytas E paveiksle (uzbriks$niuotos ir baltos

Geltoni /

figlros).
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Skiautinio atsakymas

Antklodé gali bati pasitta i$ trijy skirtingy spalvy audiniy. Sprendinj galima rasti derinant
spalvas. Nejmanoma antklodés pasiati i$ dviejy spalvy audinio, nes neuZtenka dviejy spalvy

trims ornamentams, turintiems vieng bendrq vir§ine.

\
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Sudétingos figlros spalvinimo atsakymas
Atsakymas: 3 spalvos

Galimi jvairds spalvinimo btdai priklausomai nuo to, kokia spalva pradedama spalvinti ir kuri
sritis pirmiausia pasirenkama spalvinti. Pateikiomas sprendimas, kai pasirenkama pirmoji

spalva ir stengiamasi nuspalvinti kiek galima daugiau sri€iy, pradedant nuo virSutinio kairiojo

kampo:

Paéme tre€iqjqg spalvg, matome, kad galime nuspalvinti visas likusias sritis ir dvi bendrg

krastine turingios sritys nebus tos pacios spalvos:

Tai rodo, kad trijy spalvy pakanka. Toliau reikia jsitikinti, kad negalime nuspalvinti Sio
paveikslo naudodami maziau nei tris spalvas. Imkime x pazymétq geltong sritj: ji turi bendry
krastiniy su dviem sritimis, taigi turime tris sritis ir visos jos turi bati skirtingy spalvy. Vadinasi,

nejmanoma $io paveikslo nuspalvinti, naudojant maZziau nei tris spalvas.




