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Tikslas

Susipazinti su grafais ir algoritmais jiems apdoroti.
Rysys su bendrosiomis programomis

Informatika: duomeny vaizdavimas.

Informacinés technologijos: piesimas kompiuteriu, duomeny apdorojimas ir pateikimas

skaidiuokle.

Integracija su matematika: matematinis mgstymas, problemy sprendimas.



Grafy algoritmai

Grafo sqvoka

Jsivaizduokime, kad turime keletq sujungty objekty. Salies miestai sujungti keliais, elektronikos
komponentai sujungti laidais, tarpusavyje draugauja (arba ne) socialiniy tinkly vartotojai. Toks
junginys vadinamas grafu. Jo objektai vadinami vir§tinémis, o jungiancios ,linijos“ — briaunomis.
Virstnés, sujungtos briauna, vadinamos gretimomis arba incidenciomis briaunai, nepaisant jy
fizinio atstumo diagramoje. Jei yra sutarta, kad objektas gali bdti sujungtas ir pats su savimi
(pvz. socialiniy tinkly vartotojas gali skirti patiktukq ir savo jrasui), tokia briauna vadinama kilpa.
Jei du objektus jungia dvi ar daugiau briauny, jos vadinamos kartotinémis. Taip, pavyzdZiui, gali
bati Zemélapyje — miestus gali jungti du ar daugiau keliy. Elektronikos, santechnikos, transporto
srityse kartais judéjimas leidZiamas tik viena kryptimi. Jei briaunos turi kryptis, tada grafas
vadinamas orientuotuoju grafu. Briaunos gali bati nevienodo svorio. Pvz., tarp dviejy miesty yra
skirtingos buklés ar skirtingo ilgio keliai. Tokiu atveju juos atitinkanciy briauny svoriais galime

laikyti uzgaistq kelionei laikg arba reikiamus nuvaziuoti kilometrus.

Tiriant grafus, naudojamos tam tikros jy charakteristikos. Keliu grafe vadinama virsaniy ir
briauny seka, pvz., vi, b1, v2, b2, v3, b3, vk. Jeigu kelio pradiné ir galutiné vir§tinés sutampa, jis

yra vadinamas uzdaru, o jei nesutampa — atviru.

Kiekviena virsané turi savo laipsnj, kuriuo vadinamas incidenéiy jai (t. y. sujungty su ja) briauny
skaicius. Orientuotuose grafuose atskirai skaiCiuojamas | virsting jeinanciy briauny skaicius
(vadinamas jéjimo laipsniu) ir iSeinanciy briauny skaicius (i8&éjimo laipsnis). Grafas vadinamas
jungiu, jei tarp bet kuriy skirtingy virstiniy yra kelias. Pvz., jei tarp bet kuriy pasaulio miesty
egzistuoty skrydZiy léktuvais kelias (nesvarbu su kiek persédimy), pasaulis blty vadinamas
jungiuoju. 1 pav. kairéje matome jungyjj grafq, o desinéje — nejungyjj (nes virsané F yra ,,sala®).
Salqg gali sudaryti nebdtinai viena virstné. Jungios grafo dalys (maksimalds jungis pografiai)
yra vadinamos komponentémis. Briauna, kurig pasalinus i§ grafo, komponenciy skaiius

padidéja, yra vadinama tiltu.
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1 pav. Jungusis ir nejungusis grafai
Grafy vaizdavimas

Matematikoje grafas apraSomas kaip virStniy aibés ir briauny aibés pora:
G=(V, B).

Sprendziant praktinius uZdavinius pasitelkiomas vaizdavimas masyvais ar net grafinis
vaizdavimo budas. Pastarasis ypaé populiarus jvairiuose Zemélapiuose, hierarchijos ir kt.
schemose. Pastebétina, kad nors tas pats grafas gali biti pavaizduotas skirtingai, jo esmé nuo
to nesikeigia. Stai 2 pav. visose diagramose pavaizduotas vienas ir tas pats grafas. Tokiy
skirtingai atrodanéiy, bet savo esme tapacdiy grafy pavyzdys — metro stoteliy schema. Kartais ji
pateikiama Zemélapyje pagal fakting stoteliy (vir§liniy) buvimo vietg, o kartais (siekiant

supaprastinti) — stilizuotai (panasiai kaip 2a pav.).

(a) (b) (c)
2 pav. Skirtinga grafo topologija

Grafai taip pat gali bati vaizduojami ir kitais bldais, pavyzdZiui, kaimynystés matrica (3 pav.),
kurioje tamsus langelis rodo, kad yra lankas tarp vir§tniy. Atkreipkite moksleiviy démesj, kad
tokia matrica yra simetriska vienos jstrizainés atzvilgiu ir joje saugoma informacija yra pertekliné,
nebent buty siekiama didesnio informacijos saugojimo patikimumo. ,Nusitrynus® vienam
langeliui informacija apie rysj dar nebdty prarasta. Svoriniuose grafuose vietoj ,,pilko® langelio

arba ,1% langelyje blna jrasytas atstumas (kelionés trukmé, svoris, kaina...). Aptarkite su



mokiniais tuos atvejus, kai tas pacias virStines gali jungti du skirtingi kryptiniai lankai su

skirtingais svoriais, pavyzdziui, j kalng vaZiuojama lé€iau, nei j nuokalne.
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3 pav. Grafo vaizdavimas kaimynystés matrica

1-0oji veikla

Veikla siekioma supazindinti su skirtingais grafe saugomos informacijos atvaizdavimo bidais,

grafo transformacija.

Duotas grafo pieSinys. Pagal jj reikia sukonstruoti panasiq struktirg i§ duoty medziagy:
e Sagyir sidly;
e Modelino ir makarony;
e Gamtiniy medzZiagy (smilgy, akmenuky..), jei pamoka vykty lauke.

Dabar pabandykite struktirg transformuoti, keiciant virStniy (sagy, akmenuky, modelino
rutuliuky) padétj, taciau stengiantis nenutraukti esamy lanky (sitly, makarony, smilgy). Ar
atlikus pakeitimus grafas iSoriskai pasikeité? O ar pasikeité jo saugoma informacija (kas su kuo

yra susije)?
Alternatyyvi veikla

Duotas grafo pieSinys. Nupieskite kuo panasesnj Jisy naudojoma grafikos rengykle (pvz.,
naudojant ,MS Word® ar ,MS Powerpoint Shapes® elementus). Tada bandykite ,,patampyti®

vir§lnes ir pakeisti jy vietq.

Tuomet vél reikéty atsakyti j pagrindinés veiklos klausimus.



1-0ji uZduotis

Sig uzduotj reikia atlikti dirbant 4—5 asmeny grupéje. NubraiZykite jasy bendravimo pasirinktame
socialiniame tinkle intensyvumo grafq. Grafe vir§tinémis vaizduokite Zmones (i§ tos pacios
grupés, kurioje atliekate uZduotj), o briaunomis — Zinutes ir (arba) komentarus vienas kito
atzvilgiu. Suprantama, kad grafas bus kryptinis, o jo briaunos — skirtingy svoriy. Kaip svorio
(svertinj) koeficientq galite nurodyti Zinu&iy (komentary) skaiciy. Jei bendraujate itin intensyviai,
apsiribokite pastarosios dienos ar valandos faktais. Jei bendravimas yra retas, tuomet galima

grafqg vaizduoti su kartotinémis briaunomis.

Kokie uzdaviniai yra susije su grafais?

Grafai ir jy savybés gali bati tiriami patys savaime arba pasitelkiami kaip kity uzdaviniy
sprendimo priemoné, jei sprendziamas uzdavinys gali bati atvaizduotas grafu. Klasikinés grafy
teorijos problemos — kelio paieska arba galimy keliy savybiy jvertinimas. Pirmuoju atveju ieSkoma
atsakymo j klausimaq, ar egzistuoja tam tikras kelias grafe. Klasikinis Sio tipo uZdaviniy pavyzdys

— Septyniy Karaliau€iaus tilty problema (4 pav.).

R

4 pav. Karaliaudiaus tiltai, pavaizduoti grafu

Antruoju atveju dazniausiai siekiama apeiti visas virslines — tai vadinama keliaujanéio pirklio
uZdaviniu. Egzistuoja ne vienas bidas (ir ne vienas kelias) tai padaryti, tadiau siekioma sugaisti
maziau laiko, sunaudoti maziau kity istekliy, gauti daugiausia naudos ir pan. Tokiuose
uzdaviniuose specialiais algoritmais vertinama briauny svoriai ir kitos jy savybés. Pavyzdziui,
galima tirti, kuris kelias i§ galimy yra pats efektyviausias patruliuojanéiam policininkui

konkre€iame mieste (5 pav.).



(a) (b)

5 pav. Policijos patrulio marsruto grafas

Grafai yra naudojami ne vien transporto ar telekomunikacijy srityse. Naudojant grafq galima
spresti optimalaus tvarkaraséio sudarymo uzdavinj arba tokius uzdavinius kaip Keturiy spalvy
teorema (kuomet siekioma nuspalvinti Zemélapj taip, kad gretimos $alys nebiity spalvinamos ta
padia spalva, tadiau i§ viso panaudoty spalvy skaidius blty minimalus). Mokiniams galima
pasitlyti padiskutuoti, kokius uzdavinius dar bity galima spresti naudojant grafg. Diskusijos
gylis priklausys nuo to, kiek detaliai bus panagrinéta, kokius realaus pasaulio objektus ir

reiSkinius galime atvaizduoti grafu.
Oilerio kelio paieskos algoritmas

Minétame Septyniy Karaliaugiaus tilty uZdavinyje (4 pav.) reikalaujoma rasti tokj keliqg per visus
septynis Sio miesto tiltus, kad kiekvienu tiltu batu praeita tik po kartq. Toks kelias grafy teorijoje
dabar yra vadinamas Qilerio keliu, $veicary matematiko Leonardo Oilerio (Leonhard Euler), daug

prisidéjusio prie grafy teorijos, garbei.

6 pav. Leonardas Qileris (Leonhard Euler)

Saltinis: http://s.bourdreux.free.fr/cabinet_Sigaud/chronologie/euler.jpg

| klausimq, ar 8is uZzdavinys turi sprendinj, ar ne, atsako pirmoji Oilerio teorema:

Jeigu grafas yra jungusis ir turi lygiai dvi nelyginio laipsnio vir§ines, tai jame yra Oilerio kelias.
Jeigu grafas yra nejungus arba turi daugiau nei dvi nelyginio laipsnio virsiines, tai toks kelias

neegzistuoja.



Jei nustatoma, kad kelias egzistuoja, reikia jj rasti. Tai padeda atlikti Flero algoritmas:
1. Pirmiausia nustatoma, ar Oilerio kelias egzistuoja;
2. Pradedama nuo bet kurios virstinés;
3. Keliaujama briauna, jei
a) ji néra nekeliautos dalies tiltas arba
b) néra kito pasirinkimo
4. Sunumeruojame briaunas peréjimo eilés tvarka;
5. Jei nebegalima toliau judéti — sprendinys gautas!

Pirmoji Oilerio teorema neapima visy galimy varianty (pvz., turime grafg su dviem vir§anémis ir

vienintele briauna), todél jg patikslina antroji ir tre€ioji teoremos.
Antroji Oilerio teorema skamba taip:

Jei jungusis grafas turi lygiai dvi nelyginio laipsnio virsines, tai jis turi bent vienq Oilerio keliq.

Paprastai toks kelias prasideda vienoje nelyginio laipsnio vir§inéje, o baigiasi — kitoje.
Trecioji Oilerio teorema:

Visy grafo virsaniy laipsniy suma yra lyginis skaicius (lygus dvigubam briauny skaiciui). Bet kurio

grafo nelyginio laipsnio vir§iniy skaiius yra lyginis.



2-0ji uZduotis

Raskite Oilerio kelig (7 pav.), kuris prasideda vir§tinéje X ir baigiasi vir§tnéje Y.

b)

7 pav.

Kai grafas neturi lyginio laipsnio vir§tniy, nesvarbu nuo kurios vir§tinés pradéti. Kai turi tik dvi
lyginio laipsnio virSines, jos ir tampa pradZios bei pabaigos taskais. O kq daryti, jei grafe yra U,
6 ar daugiau lyginio laipsnio virtniy? Siuo atveju uzdavinio sqlyga Siek tiek keidiasi: mes ieskome
ne kelio aplankant kiekvieng briaung tik po vieng kartqg, bet tokio, kad pasikartojanéiy briauny
bity kuo maziau. Kartais uzdavinio sglyga leidZia prijungti papildomas briaunas. Toks papildomy
briauny prijungimas prie esamo grafo vadinamas jo oilerizavimu. Svarbu pastebéti, kad
papildomos briaunos jungiamos tik dubliuojant jau esamas (jei tam tikri taskai néra sujungti, tarp
jyu papildomos briaunos konstruoti negalima) ir tik problemines virsiines, kuriy laipsnis yra

nelyginis.

Moksleiviams oilerizavimo sqvokg galima bity paaiskinti kurjeriy bendrovés arba miesto
transporto jmonés pavyzdZziais. Pavyzdziui, Grafiskiy mieste siekioma, kad autobusai nevaziuoty
vieni paskui kitg, bet blty aptarnautas tam tikras kiekis stoteliy. Kaip esamqg autobuso marsrutq

bity galima pakeisti, kad kiekviena gatve autobusas vaZiuotu kuo maZziau karty?
Hamiltono ciklo paieSkos algoritmai

Vienas i$ klasikiniy grafy uzdaviniy — keliaujané&io pirklio uZdavinys (5 pav.). Pirklys (prekybos

agentas, kurjeris ir pan.) turi aplankyti visus klientus (virStnes), kelioné turi prasidéti ir baigtis



toje pacioje virsunéje (nes ten pirklys gyvena, ten yra kurjerio biuras ir pan.). Koks yra pigiausias
pirklio kelionés marsrutas, jei virslnes jungiantys keliai (briaunos) yra skirtingos vertés? Verté
(kaina) &ia gali bati iSreiksta kuro sgnaudomis, atstumu tarp virsliniy, sugaistu laiku tam

atstumui jveikti ir pan.
Kuo uzdavinys skiriasi nuo Oilerio ciklo (ar kelio) paieskos? Skirtumai bty Sie:

e Karaliau€iaus tilty ir j jj panasiuose uzdaviniuose siekiama po vieng kartq panaudoti grafo

briaunas, o ¢ia kalbama apie vienkartines vir§iines.
e Tikétina, kad Hamiltono cikly ar keliy yra daug, taciau reikia atrinkti optimaly.

Prisiminkime, kad jeigu uzdarame kelyje apeiname visas vir§ines lygiai vieng kartqg, tokj kelig
vadiname ciklu. Jei kelias atviras (pradzios ir galo vir§linés nesutampa), tai sakoma, kad turime

Hamiltono keliq, bet ne ciklg.

| klausimaq, ar 8is uzdavinys turi sprendinj, ar ne, kitaip nei Oilerio kelio atveju, paprasto atsakymo
néra. Jeigu grafas turi palyginti daug briauny, tai tikétina, kad jame bus Hamiltono kelias arba

ciklas. Cia remiamasi Ore teorema:

Jeigu bet kuriy dviejy negretimu vir§tniy laipsniy suma yra didesné arba lygi grafo eilei, tai

grafas turi Hamiltono ciklq.

Praktiskai tai reiskia, kad Hamiltono ciklg turi visi grafai, kuriy vir§inés gretimos bent pusei kity
virs§aniy.
Klasikinis Hamiltono ciklo paieskos bldas — empirinis (t. y. bandymy ir klaidy) metodas

nagringjant visus galimus atvejus. Sis metodas kartais dar vadinamas jégos algoritmu (angl.

brute force), nes nesiimama jokiy pagudravimy, tikimasi tikslg pasiekti sunkiu darbu.

Kadangi uzdavinio sudétingumas auga priklausomai nuo vir§iniy ir briauny skaiciaus, galima
sprendimgq palengvinti pirma sudarius galimybiy medj, o po to atliekant jame paieskq j gylj arba

j plotj.



Paieska gilyn

Pradéjus nuo kazkurios vir§tinés, panaudojant nuo jos einancius lankus aplankomos ir visos kitos
briaunomis pasiekiamos vir§inés. Naudojamos dvi skirtingos vir§iniy aplankymo strategijos:

paieska gilyn ir platyn. Jos daznai naudojamos kaip sudétingesniy algoritmy dalys.

Atliekant paieskqg gilyn pradedama nuo vienos vir§unés (tarkime A), tada pereinama prie jos
kaimynés (tarkime B). IS B — prie pastarosios kaimynés (tarkime C). Keliaujoma tol, kol
pasiekiama vir§ané, kuri nebeturi neaplankyty kaimyniy (tarkime L). Tuomet grjZtame vienu
Zingsniu atgal ir nagrinéjaome, ar vir§ané, i$ kurios atéjome (tarkime K) dar turi nors vienq
neaplankytg kaimyne (tarkime L2). Jei turi, — toliau tesiama paieska gilyn nuo L2, jei ne —
griztama dar per vieng Zingsnj (misy atveju baty iki vir§lnés J). Gana dazZnai algoritmas

realizuojamas naudojant rekursijq.
Detaliau apie paieskq gilyn pasakojama ,,YouTube® jrase:

https://www.youtube.com/watch?v=PMMc4VslacU

Paieska platyn

Pradéjus nuo pasirinktos vir§tinés (tarkime A), aplankomos visos vir§tnés, kurios tik yra
pasiekiamos i$ jos einant viena briauna (vienu éjimu). Tarkime B, J ir Z. Tuomet — pasiekiamos i$
pastaryjy (arba dviem éjimais i§ pradinés) ir t. t. Jau aplankytoms vir§inéms Zyméti sudaroma
vir§aniy eilé. Literatdroje kartais minima, kad $§i vir§tniy aplankymo strategija garantuoja, kad
kiekviena vir§iné bus aplankyta trumpiausiu keliu, ta¢iau atkreipkite démesj, kad €ia turima
omenyje tik besvoriai lankai, o kelio ilgis tarp bet kuriy vir§tiniy matuojamas lankais, o ne jy svoriy

suma.
Detaliau apie paieskq platyn pasakojama ,,YouTube® jrase:

https://www.youtube.com/watch?v=xIVX7dXLS64

Pagrindiné empirinio paieskos algoritmo problema — neproporcingai didelés laiko sgnaudos
optimalaus sprendimo paieskai. Pavyzdziui, jei turime grafq su desimcia virsdniy ir optimalaus
sprendimo paieskai pasitelktume kompiuterj, galintj patikrinti milijong Hamiltono cikly,
uztruktume kiek maziau nei sekunde. Taciau jei grafas turi 20 virSdniy, tas pats kompiuteris
sprendimo ieskoty jau daugiau nei 1000 mety. Taip yra todél, kad galimy Hamiltono cikly skai€ius

didéja eksponentiskai pagal formule:


https://www.youtube.com/watch?v=PMMc4VsIacU
https://www.youtube.com/watch?v=xlVX7dXLS64

(N -1)!

Tinkamy cikly skaicius = 5

Cia tinkama vieta padiskutuoti su moksleiviais, kuo skiriasi vieno ar kito algoritmo efektyvumas,

kaip jis matuojamas.

Algoritmy teorijoje uZdaviniai yra skiriami j tam tikras klases: NL, P, NP-complete (beje,
keliaujancio pirklio uZdavinys ir patenka j $iq klase) ir kt. Ta¢iau moksleiviams rekomenduojama
algoritmy efektyvumgqg paaiskinti paprasciau. Vertinant algoritmg reikéty atsizvelgti j du jo
parametrus: grafo, su kuriuo dirbama dydj N ir Zingsniy, reikalingy algoritmui jvykdyti, skaiciy V.
Jei Zingsniy skai€ius V didéja neproporcingai daug didinant N, tuomet algoritmas laikomas
neefektyviu. Jei V nuo N visai nepriklauso arba didéja nezymiai (pvz., tarp $iy dydziy yra tiesiné

priklausomybé), sakome, kad algoritmas yra efektyvus.

3-0ji uzduotis

Apskaiciuokite, kiek zingsniy atlieka jasy pasirinktas algoritmas. Kaip zZingsniy skaicius
priklauso nuo pradiniy parametry (pvz., vir§tniy skai¢iaus)? Pabandykite iSvesti (uZrasyti)
tos priklausomybés formule. Kaip manote, ar algoritmas yra efektyvus, ar ne? Atsakymg

pagrjskite.

4-oji uzduotis

Palyginkite dviejy algoritmy, kuriy V ir N priklausomybés jau Zinomos (yra duotos formulés)

efektyvumaq. Kuris i$ jy efektyvesnis? Ar bent vienq i$ jy galima laikyti efektyviu?

5-0ji uZduotis

Jei nustatéte, pagal kokig funkcijqg tarpusavyje priklauso V ir N, uZrasykite $iq funkcijg

naudodami ,MS Word® lygtis.

Kaip jau minéta, optimalaus ciklo paie$ka uztrunka pernelyg daug laiko, todél praktikoje

naudojami jvairls apytikriai algoritmai.
Stai keletas apytikriy algoritmy:

e Artimiausio kaimyno algoritmas;



e Pigiausios grandies algoritmas;

e Klarko-Raito algoritmas.

8 pav. Grafas keliaujanéio pirklio uZzdaviniui spresti

https://www2.seas.gwu.edu/~simhaweb/champalg/tsp/figures/tsp2.gif

Artimiausio kaimyno algoritmas
Laikomas paciu paprascéiausiu algoritmu keliaujanéio prikilo uzdaviniui spresti:
1. Imamos dvi aibés: U ir V. Aibéje U yra tik pirmoji virstiné, o visos kitos — aibéje V.

2. Imama paskutiné j aibe U jdéta vir§tné u ir ieSkoma trumpiausios briaunos nuo jos iki bet

kuriuos vir§tinés v, esancios aibéje V. Radus tokiq ji i$ aibés V perkeliama j aibe U.

3. Procesas kartojamos tol, kol aibéje V nebelieka virstniy. Atrinktos briaunos ir sudaro, kaip

manoma, trumpiausiqg kelig.

Aibés sqvokos €ia padéty kuriant kompiutering programg uzdavinio sprendimui, o patj kelio

paieskos algoritmg moksleiviams reikéty aiskinti supaprastintai:
1. sivaizduokite, kad esate priklys ir pradedate kelione i§ namy tasko.

2. Kitu miestu rinkités tq, iki kurio yra trumpiausias atstumas (maZiausia kaina ar pan.) Jei

tokiy yra keli, galima rinktis bet kurj i jy.

3. 2-qg Zingsnj kartokite tol, kol aplankysite visus miestus. IS paskutinio aplankyto miesto

grizkite namo.

Kartais jau paciame grafe matyti, kad yra optimalesnis uzdavinio sprendimas, jei pradZios (o

kartu ir pabaigos) tasku pasirinksime ne namus, o kitg taskq. Nuo jo pradedant taip pat galima


https://www2.seas.gwu.edu/~simhaweb/champalg/tsp/figures/tsp2.gif

konstruoti ciklg, tik po to jj reikia perrasyti taip, tarsi jis prasidéty namy virstnéje. Tai atlikti nebus
sunku — ciklas bet kokiu atveju eis ir pro namy virsiing, nes aplanko jas visas. Modifikuotas
algoritmas, kai pradzios taskas pasirenkamas kitas nei namy ar net atsitiktinis, vadinamas

Kartotiniu artimiausio kaimyno algoritmu.

2-a veikla

AtidZiai iSnagrinékite artimiausio kaimyno algoritmg ir atlikite jj su Siuo grafu:
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Pigiausios grandies algoritmas

Pristatant §j algoritmq reikia atkreipti démesj, kad kartotiniame artimiausio kaimyno algoritme
nebuvo reikalaujaoma marsrutq konstruoti nuo namy virstanés. O jeigu taip, galbit galima tg
mardrutg surankioti atskirai po grandj? Cia susipaZjstame su batent tai atliekangiu Pigiausios

grandies algoritmu:

1. Raskite visame grafe patj trumpiausiq atstumqg (maZiausiq kaing ar pan.) ir §ig briaung

pasirinkite (kokiu nors budu pazymékite).

2. Imkite antrg pagal trumpumaqg briaunqg, patikrinkite, ar niekas netrukdo, ir kartokite §j

Zingsnj su kitomis briaunomis, kol susidarys Hamiltono ciklas.
Pamgstykite ir aptarkite
1. Kas gali trukdyti? Kokias atvejais negalima rinktis briaunos?
e Jei pasirinkta briauna uZzdaryty mazesnj ciklg (dar likty neapeity virstiniy);
e Jei tai blty jau tre€ioji pazyméta briauna, iSeinanti i$ virStnés. Siekiame, kad prie
kiekvienos vir§tunés galiausiai blty pazymétos lygiai dvi briaunos.
2. Kg daryti, jei 1-u ar 2-u Zingsniu randame dvi vienodo ilgio briaunas? Pasirenkame bet kuriq i$

ju!

Klarko-Raito algoritmas

Abu minéti keliaujancio pirklio uzdavinio sprendimo algoritmai priskiriami godziyjy algoritmy
grupei (angl. greedy algorithms). Tokiuose algoritmuose vadovaujamasi principu ,,Ciupk, kas
Siuo metu yra geriausio!”. Kartais tai veikia, o kartais ne. Praktikoje yra algoritmy, kuriuose
remiamasi bent jau apytiksliais paskai€iavimais, objektyviu situacijos vertinimu. Kaip pavyzdj

imkime maziau literatidroje minima Klarko-Raito algoritmgq.
Sj algoritmq G. Clarke‘as ir J. W. Wrightas pasiiilé dar 1964 m. Jis sudarytas i$ tokiy Zingsniy:

e Viena virSiné paskelbiama centrine ir visos kitos (vadinamos paprastomis arba

dukterinémis) sujungiamos su ja briaunomis (9 pav.);



9 pav. Klarko-Raito algoritmo 1-asis zingsnis

Saltinis: https://www2.seas.gwu.edu/~simhaweb/champalg/tsp/figures/cwk.png

o Kiekvienai dukteriniy vir§tiniy porai skai€iuojami kelionés i§ vienos | kitq per centrine
vir§tne svoriai (kaina). Tada $is skai€ius lyginamas su tiesioginés briaunos tarp dukteriniy
vir§aniy svoriu (kaina). Jei tiesioginé briauna yra mazesné — ji ir pasirenkama (10 pav.).
Pradedant nuo antros (sutrumpinancios) briaunos i§ grafo Salinama briauna, jungianti
centrine ir nagrinéjamgjg dukterine virsting (kadangi §i briauna nebebus naudojama, jau

rastas trumpesnis kelias), Zr. 11 pav.

10 pav. Klarko-Raito algoritmo 1-asis Zingsnis

Saltinis: https://www2.seas.gwu.edu/~simhaweb/champalg/tsp/figures/cw5.png

11 pav. Klarko-Raito algoritmo 2-asis Zingsnis

Saltinis: https://www2.seas.gwu.edu/~simhaweb/champalg/tsp/figures/cwé.png



https://www2.seas.gwu.edu/~simhaweb/champalg/tsp/figures/cw4.png
https://www2.seas.gwu.edu/~simhaweb/champalg/tsp/figures/cw5.png
https://www2.seas.gwu.edu/~simhaweb/champalg/tsp/figures/cw6.png

e Procesas kartojamas tol, kol sujungiamos visos vir§tinés, centriné vir§tiné tampa

paprastgja (12 pav.).

12 pav. Klarko-Raito algoritmo paskutinis Zingsnis

Saltinis: https://www2.seas.gwu.edu/~simhaweb/champalg/tsp/figures/cw8.png

Algoritmas ne tik padeda surasti Hamiltono ciklq, bet gerai parodo alternatyvg — juk galéjome
iki kiekvieno miesto keliauti tiesiog i§ centrinés vir§tnés ir grjzti. Labai greitai moksleiviai
pamatys, kad toks pasirinkimas daugeliu atvejy yra neefektyvus ir taip bus galima pagristi,

kodél mes formuluojame keliaujancio pirklio uzdavinj.

3-0ji veikla

Imkime kokig nors konkreciqg ar hipoteting kroviniy perveZzimo bendrove, nuspreskime,
kuriuose Europos miestuose ji vykdo veiklg (kuriuos turi aplankyti). Tarkime, kad bendrovés
centriné bazé yra Vilniuje, jos vilkikas po vieng kartq turi aplankyti kitus miestus ir galiausiai

vél grjzti j Vilniy. Atstumus tarp miesty galime nustatyti naudodami §j jrankij:

https://www.distancecalculator.net

Pabandykime iSspresti §j keliaujanéio pirklio uzdavinj dviem atvejais:
e Be apribojimy;

e Su apribojimais, kylanciais i§ Europos sgjungos mobilumo paketo reglamento (EB)

Nr. 561/2006 (https://Itsa.lrv.It/It/veiklos-sritys/keliu-transportas-5/mobilumo-paketas)

dalies, reikalaujanéiais po tam tikro laiko grjzti j savo gyvenamgjj miestq.

Kuriuo atveju bendra kelionés trukmé yra trumpesné? Kaip keiciasi nagrinétieji algoritmai

antruoju atveju? Ar pigiausios grandies algoritmas antruoju atveju gali bati naudojamas?


https://www2.seas.gwu.edu/~simhaweb/champalg/tsp/figures/cw8.png
https://www.distancecalculator.net/
https://ltsa.lrv.lt/lt/veiklos-sritys/keliu-transportas-5/mobilumo-paketas

6-0ji uZduotis

Sig uzduot; reikia atlikti dirbant 4—5 asmeny grupéje. Nubraizykite grafq, kurio vir§inés esate
jus, o kiekviena briauna — galimas kelias vienam pas kitg. |vertinkite briauny svorj, pvz.,
kilometrais. Suraskite optimalig namy sekq, kg po ko reikia aplankyti, jei norima aplankyti

visus draugus nukeliaujant maziausiq galimqg atstumg.

Grafy uzdaviniy sprendimas kompiuteriu

Kaip minéta, keliaujandio pirklio ar kitq uZdavinj patogu spresti kompiuteriu (ypaé jei virsiiniy
skaicius yra didesnis). Paprastai tam kuriama programa ta programavimo kalba, kurios
mokosi moksleiviai. Tagiau yra dar ir kita galimybé — panaudoti ,MS Excel® skaiciuoklés

funkcijg Solver. Jos naudojimo pavyzdj, skirtg marsrutui po Malaizijos salas, galite rasti ¢ia:

https://www.theoptimizationexpert.com/case-studies/tsp/

Daugiau grafy algoritmy ir jy programavimo pavyzdZiy galima rasti ir ,,YouTube® jraSuose:

https://www.youtube.com/watch?v=tWVWeAqZOWU&ab channel=freeCodeCamp.org
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